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I. Une idée d’ application mathématique a la physique

1. Resume de I'historique de la théorie capillarité jusqu’a Laplace

Le mot “capillarité” vient du latin “capillus”, qui signifie cheveu. Le probléme de la
capillarité, surtout aux début de l'apparition de la théorie, est fortement lié & d’autres
problémes de philosophie naturelle. L’étude du mouvement des eaux avait toujours exercé
une attraction particuliére, car il impliquait des problémes d'importance considérable, par
exemple l'augmentation périodique du niveau de la mer prés des cbtes, le mécanisme de la
montée de la séve dans les plantes, la formation des sources au sommet des montagnes, la
courbure des surface des liquides en repos au contact avec des objets solides, la pellicule d’
eau qui s’étend entre les mailles d’un filet(formation d’'une surface minimale sur une nasse),
l'attraction et la répulsion apparente entre des petits objets flottants sur ’eau: Un auire
exemple, d'importance fondamentale pour ses connections avec les différentes théories sur la
forme de la Terre, concernait ’observation des petites gouttes d’eau ou de mercure.

A partir de la sphéricité de la surface d’'une petite goutte d'eau, en raisonnant par
analogie, il était facile de voir dans ces phenomenes des modéles de grandes masse d’eauy, a
partir desquelles on pouvait donner une explication de la forme sphérique de la terre Comme
I'a remarqué Dubem. Celui-ci, spécialiste de la capillarité aussi bien que de I'histoire des sci-
ence dit "La rotondité des gouttes de rosée prouvait la sphéricite de l'ocean” (1). Méme Laplace
dans un supplément de Mécanique céleste avait répété qu’un lien existait entre l'ellipsoide et
la surface de courbure capillaire! Comme on avait apergu a I"époque que la terre était une
figure ellipscidal aplatie, il étaient trés fier de l'analogie entre ellipsbide et la surface
capillaire. Cette Tameuse gllipoide aboutit & des Siudes rigoureses 2 la fin du 198me et au début  du
20eme siecle de Minkovski et Einstein(2).

Emmer esquisse les travaux des arabes du XlIleéme siécle, les recherches de Leonardo da
Vinci et celles de Niccelo Aggiunti sur les phénomeénes capillaires(3). En particulier, on
trouve des références & l'observation des phénoménes capillaires dans un livre du XIIéme sié-
cle intitulé Kitab Mizan al-Hikma( Le livre de la balance de sage). 1l semble que le texte ait été
écrit pendant les années 1121—1122; il se compose de huit livres(magqalat) divisés en 50
chapitres(abwab) (4). Les thémes traités concernent 'usage et la construction d’une balance
hydrostatique, les théories hydrostatiques qui la gouvernent, la détermination du poids

1) Michéle Emmer, “Histoire des théories sur l'attraction capillaire: Des origines au XVII”, Cahiers I
histoire de philosophie des Sciences 20(1987), 256-262. Emmer a é&crit un article intéressant sur la période
arabe et la Renaissance. Voir aussi, P. Duhem, Etude sur Leonardo da Vinci, ceux qui ont lu, Premicre Série
(Paris: Ed. Herman, 1906), p.71.

2) E. Borel, L’ espace et le Temps (Paris: Felix Alcan, 1922), Préface, p.42 et pp. 202-204; Lucien Fabre,
Les théories d Einstein(Payot, 1921), pp.91-95 et pp. 155-156 ; Lewis Pyenson, The Young Einstein-The
adevent of Relativity (Adam Hilger, 1985), pp.80-94.

3) M. Emmer, op. cit., & la note (1), 258-260.

4) On peut trouver une explication remarquable et une excellente bibliograhpie sur Kitab Mizan al Hikma
dans le Dictionary of Scientific Bibliography Vol V11, 335-351.
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spécifique de plusieurs liquides et solides. A propos de cette derniére partie, Al-Khazini se dé-
clare redevable 3 Al-Biruni. Dans le troisieme livre Al-Khazini reproduit quelques morceaux
d'un livre perdu de Al-Biruni ou l'on parle de poids spécifiques et d’équivalence entre
différentes substances et le poids égal en volumes d’eau.

Au début du 16&éme siécle dans une oeuvre scientifique, Leonardo da Vinci étudia des
phénoménes liés & la tension superficielle. L'oceuvre "Scienza delle acque’ est un des thémes
sur lequel Leonardo travailla avec un grand enthousiasme, en étudiant avec originalité les
nombreux aspects dans lesquels 'eau comme élement se manifeste dans la nature. Les inves-
tigations hydrauliques de Leonardo, ne pouvaient pas rester pourtant exclus de ces phénoménes
qui, soit parce parce qu’ils apparaissent souvent en contradiction avec certains principes phy-
siques, soit parce qu'ils étaient en effet utilisds comme modéles pour 1'étude d’autres
problemes, qui avaient déja attiré l'attention des auteurs classiques malgré une opinion d’
ambiguité(5). Au début de 17éme Sizecle, Niccelo Aggiunti, Professeur de mathématiques &
Pisa arriva a une remarquable conscience des phénoménes capillaires, affirmant “Lo
scoprimento del moto occulto dell acqua risolvera molti problemi” (6).

La véritable étude capillaire & considérér est celle Edmé Mariotte, savant frangais, connu
Comme physicien expérimental, mécanicien, hydraulicien, opticien et philosophe naturaliste.
Il observait la concavité dans le flacon partiellement rempli de liquide et la convexité lorsque
le flacon était entierement rempli. 1l donnait I'explication sur I'attraction et la répulsion de
deux balles selon le mouillage. Mariotte attribuait ces effets principalement & la gravitation,
mais l'explication é&tait purement qualitative. Par manque de notion sur la tension
superficielle, 'explication était fausse(7).

En 1670 Borelli étudia quelques points rattachés a la science de la capillarité par
adéquation de la proportionnalité de la hauteur d’ascension capillaire au diametre du tube et
la non-relation avec la pression atmosphérique. En 1704, Newton introduisit ’hypothése de I’
attraction mébleculaire aux phénoménes capillaires. En 1713, Newton fit exécuter par
Hauksbee un certain nombre d’expériences destinées d préciser le caractére de 'attraction
moléculaire, la valeur du rayon d’activité moléculaire avec différentes méthodes d’
expérimentation. Bergman, un suedois, s’éxprime dans ses Opuscules au sujet de I'affinité
chimique d’une maniére analogue & celle de Buffon. Il lui donne le nom d’attraction élective
et la fait dériver de l'attraction universelle. Jurin tenta en 1718 d’établir une théorie de
suspension de 'eau dans le tube capillaire, uniquement par les actions du petit anneau formé
par les parties du verre trés voisines de la ligne ol la surface libre du liquide vient
rencontrer la surface intérieure du tube.

Clairaut développa la premigre théorie de la capillarité quantitative basée sur le principe
de I'équilibre des canaux. Segner en 1751 montre avec quelques équations algébriques que la

5) M. Emmer, op. cit., & la note (1), p.259 ; G Libri, Histoire des Sciences Mathématique en Italie, depuis la
Renaissance des Lettres jusqu'd la fin du dixseptieme sidcle (Paris : Ed. Reonard, 1840), tome III, p.54. Libri
attribue % Lconardo la découverte de la capillarité. Voir “Codes Hammer-II codice Hammer di Leonardo da
vinci, le acque, la terra, l'universo”, cataloque par J. Roberts, Los Angeles. Voir aussi Poggendorff:
Geschichte der Physik (Berlin, 1879); Traduction francaise, Historie de la Physique, {Paris : Dunod, 1883).

6) N. Aggiunti, “Un livro di problemi vari geometrici e di speculazioni ed esperienze fisiche”, Manuscrit,
Biblo. Naz. Firenze, Archivio Galileiano, pr'écur‘seur‘s.

7) Jacob J. Bikerman, “Theories of capillary attraction”, Centaurus 19 (1975), 182 — 183.
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hauteur de l'ascension du liquide est inversement proportionnelle au diamétre du tube(8).
Monge, en 1795, est le premier qui a indiqué d’une fagon précise, 'assimilation d’une surface
capillaire & une membrane uniformement tendue, assimilation qui forme le fondement de ce
que 'on a appelé depuis, la théorie de la tension superficielle des liquides. Young, formidable
rival de Laplace, a comparé 'expérience et les résultats de l'idée admise par Monge, et
cherchait la cause de la similitude entre la surface d'un liquide et la surface d’'une membrane
uniformement tendue. Lorsque une membrane flexible est soumise & des forces extérieures
qui la distendent, elle est le sidge de forces intérieures. Ces forces intérieures admettent un
potentiel. En effet cette théorie de la tension superficielle de Young est la méme de celle de
Laplace car dans la théorie de Laplace s'exprimait implicitement I'expression de Young.

Laplace avait développé un véritable corps de doctrine de la théorie de la capillarité dans
son supplément de la Mécanique céleste. de 143 pages en 1805 et 1807. Il avait déduit de I’
hypothése de I'attraction moléculaire, les lois des phénomeénes capillaires en admettant la
constance de 'angle de raccordement, et parvient A trouver la relation qui lie la valeur de
cet angle aux grandeurs des actions moléculaires du solide et du fluide. Le point de départ
de son entreprise était le livre Il Mécanique Céleste " Theorie des attractions des sphéroides et
de la figure des planetes", dans lequel il déduit par méthode analytique la conception du
potentiel, et il assimilait aux rayons de courbure,des équations de surface.

2. Une idée 'application des mathématiques.

Jusqu'a I'dre révolutionnaire, 'application des mathématiques aux problémes physiques
était l'aspect fondamental de la science notamment en ce qui concerne les sujets de physique
générale. C’était souvent le cas pour des problémes liés & des branches physiques qui
semblaient recevoir 'attention des grands géométres alors que la physique particuliére était
laissée a la recherche expérimentale(9).

On voit le signe d'un changement de point de vue de la physique. L'intérét de Laplace
pour les aspects expérimentaux de la science, spécialement dans ’étude de la chaleur a
grandi rapidement vers 1780.{10) C’était que le fluide impondérable pouvait fournir une ex-
plication entiérement acceptable des phénomeénes physiques. A ce moment-a, en France,
dominaient les newtoniens. On ne mettait pas en doute 'acceptation de la possibilité de I’
action des forces a distance, puisque dans tous les cadres de la physique, la tradition
newtonienne au XVIlIéme siécle brillait par ses succés. C'était juste au moment oli 'ami de
Laplace, Lavoisier, était en train de préter attention & ’hypothése d'un fluide calorique en
théorie de la chaleur. C'était seulement juste aprés que Coulomb produisit quelque plus impor-
tant travail en électricité et magnétisme, en démontrant le travail qui faisait beaucoup a
gagner pour le deux-fluide théorie que Coulomb lui—méme appréciait. Laplace faisait

8) J. J. Bikerman, “Capillarity before Laplace: Clairaut. Segner, Monge, Young”, Archive for History of
Exact Sciences 18(1978), 106 —110.

9) D. H. Arnold, “The Laplacian Program, The Mecanique of Simeon Denis Poisson; the Evolution and Iso-
lation in France of his Approach to Physical Theory(1800—1840)", Archive for history of Exact sciences, 28
(1983), 267 —287.

10) Lettre de Laplace & Lagrange, le 21 aout 1783 dans oeuvres de Lagrange 14 eme volume(parus 1867 —
1892), 14, 124.
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quelque chose de plus que l'acceptation simple de la légitimité newtonienne qui était
couramment entendue & la fin du XVIIIéme sidcle. C’était la grande réussite de Laplace que
de consolider la tradition newtonienne, en offrant son principe sous la forme mathématique,
en prenant les problemes en dehors de la ligne surtout & 1'égard de la force a courte distance
qui agit & l'échelle moléculaire. II y a donc eu création d’une physique laplacienne
caractéristique a partir d’une origine newtonienne. Le signe d’émergence du futur pro-
gramme laplacien pouvait étre détecté au début de 1796. La premiére édition de I'Exposition
du Systeme du monde est publiée cette annéela. Laplace y parle de réfraction optique, d’
action capillaire, de cohésion du solide, de propriété cristalline, méme de la réaction chimique
qui résultait de I'attraction de la force exercée par des particules de corps (moléculaires) :

L’attraction disparait entre les corps d’'une grandeur peu considérable : elle reparalt dans leurs
éleménts sous une infinité de formes. La solidité, la cristallisation, la réfraction de la lumiére, 'éléva-
tion et l'abaissement des liquides dans les espaces capillaires, et généralement toutes les
combinaisons chimiques(11).

et puis il a prévu & I'avance que on pouvait comprendre la loi qui dirige la force. Du point de
vue de Laplace il y avait une bonne raison pour croire que la force moléculaire elle-méme
pouvait étre gravitationnelle; par nature, méme ils ne sont pas obéi au simple loi de carée-
enverse, la complication qui résultait par l'effet a I'échelle moléculaire, & la fagon des molé-
cules individuelles. A travers le XVIIIéme sidcle, la force moléculaire était usuellement négli-
gée a 'exception des distances trés courtes. Elle avait été considérée aussi dans une tradition
continue de travail sur l'affinité chimique(12) en particulier chez A.C. Clairaut, George
Louis Leclerc de Buffon, qui influencérent Laplace. Et c’est en examinant leur travail qu’on
peut voir plus clairement la continuité entre Laplace et ses précurseurs newtoniens du
XVIlléme sigcle(13).

Clairaut, par exemple, a attribué I'élévation et la dépression du fluide dans un tube
capillaire, la sphéricité de la goutte de fluide, et la déflexion des rayons de lumidre & la force
gravitationnelle qui devient grande & distance courte (distance moléculaire)(14). Buffon
avait déja discuté d’une force similaire(15). Quoique Clairaut et Buffon étaient fiers d’étre
appelés newtoniens, ils disaient explicitement que la force moléculaire qu’ils ont postulée
était de méme nature que celle qui agissait entre les corps célestes, mais ils n’étaient pas
fondamentalement d’accord sur la relation entre la force et la distance 3 I'échelle
moléculaire. Le débat était clairement antinomique par la contradiction entre la prédiction et
I'observation de 'apogée de la lune. Pour éliminer cette antinomie Clairaut a supposé en
1747, que la loi de la force pouvait contenir un terme inversement proportionnel a la

11) P.S. Laplace, Exposition du systéme du monde, sixiéme édition (1835), p.323.

12) L Newton, Query 31 of the Opticks, 4th &dition(London, 1730), pp.350 —382.

13) R. Fox, “The Rise and Fall of Laplacian Physics”, Historical Studies in the Physical Science 4(1974), 89
—136.

14) A.C. Clairaut, “Du systeme du momde dans les principes de la gravitation universelle”, Memoires de [
Acadbmie Royale des Sciences pour 1745 (publies en 1749), 338.

15) C.L.L. de Buffon, “De la nature, seconde vue”, (1765) dans son Histories naturelle génerale el particuliore,
vol 44 (1749—1804), 13, VII-XV.
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quatrieme puissance de la distance % , en dehors de termes usuels proportionnels a %

(16). Selon Clairaut ce terme ajouté é&limine I'anomalie en question et s’accorde avec |'exis-
tence de la force moléculaire qui agit & distance insensible. En invoquant le manque d’élé-
gance et simplicité et craignant une menace contre le systéme newtonien, Buffon soutenait

la loi plus familiére en 37 ; puis quelques années plus tard, il admettait que ce genre de loi

devait 8tre modifié a distance courte suivant la forme des particules des corps. Le débat
cessait brusquement en 1749 lorsque Clairaut découvrit finalement la concordance du
mouvement de 'apogée avec la loi simple du carée inverse (17). Toutefois prudemment, il ne
concédait pas la victoire & Buffon en ce qui concerne la force & courte distance, et la forme
de loi qui gouverne ce genre de force demeura inconnue jusqu’a fin du XVIHIéme sidcle et
attirait de plus en plus l'attention. Le commentaire de Laplace sur l'effet de la forme des
particules individuelles dans la loi de force doit beaucoup en particulier & Buffon; cependant
il est réticent vis-a-vis de son precurseur. Il n'y a pas de doute qu’il est aussi redevable &
Clairaut, qui avait traité la réfraction et l'action capillaire d'une fagon mathématique qu'il
aurait surement approuvée (18). Il y a donc de toute évidence une continuité entre Laplace
et au moins un genre newtonien au XVIIléme sitcle qui avait de solides disciples en France,
et le degré de continuité est tellement fort qu'il est possible de penser que Laplace ait
simplement apporté un ensemble d'idees qui étaient auparavant plutot disparates. Cependant
son exposé de la gamme des phénoménes pouvait étre traités en terme de force moléculaire,

méme s'il est donné en 1796 de facon certainement plus comprehensible que tout ce qui a été
fait préalablement; et cet aspect de la force d courte distance auquelle on a renouvelé une
attention directe, a contribué 4 I’élaboration de la physique terrestre et céleste qui pouvait
résulter de recherches précedentes. Avant tout, il regarde en avance le travail futur, et
fournit une maniére d’'un programme de recherche. Ce ne fut qu'en 1805 que la publication
du quatriéme volume du traité de mécanique céleste transforme le rapport bref et formel de
Laplace de 1796, et forge le véritable style laplacien. Il semble décisif si l'on veut
comprendre cette transformation que jusqu'en 1805 Laplace avait un rapport étroit avec
Berthollet, allié influent et ami intime depuis le début 1780, qui habita la maison voisine au
village d’Arcueil & partir de 1806 et qui connaissait la chimie en langage newtonien que La-
place utilisait plus particuliérement en physique.

Dans la recherche des lois de I'affinité en 1801 beaucoup plus largement dans [essai de
statiqgue chimique de 1803, Berthollet estimait que 'affinité chimique était le résultat de la
force attractive entre les particules de la substance.

Bien siir, en mettant cette idée en avant, Berthollet n'a pas fait preuve d’originalité. Cette
idée est un acquis direct de la tradition newtonienne de l'affinité chimique qu'avaient herité
les newtoniens anglais comme Keills et Hauksbee, et en France Buffon, Macquer, Guyton de

16) A.C. Clairaut, op.cil., 3 la note (14), pp.337—339.

17) “Avertissement de M. Clairaut sur le systéme du monde dans les principe de I'attraction”, Memoires de
[ Académie Rovale des Sciences Pour 1745, 577 —578, date du 17 mai 1749.

18) Voir Clairaut, “Sur les explications cartésiennes et newtonienne de la réfraction de la lumiere’, Memoire
de I Académie Royale des Sciences pour 1739, 259—275. L’action capillaire provient de sa Théorie de la figure
de la terre tirée des principes de [ hydrostatique (Paris, 1743), pp.105—128.
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Morveau et Lavoisier etc. Mais dans ses écrits sur l'affinité, Berthollet comme Laplace a
répété trop de fois une vue conventionnelle, ni Berthollet ni ses disciples n’ont pas réussi la
détermination systématique de 'affinité chimique que les chimistes newtoniens avaient vue
comme leur but. Sa reconnaissance de la difficulté de la tAche le découragea plus qu'il ne I’
encouragea, Mais par sa réaffirmation rigoureuse et décisive des principes newtoniens, il a
réussi a créer un systéme cohérent et en laissant le programme comme futur travail de re-
cherche, ce qui était auparavant plutot un agrégat d’une vague conviction. Effectivement,
Berthollet fut 'un des derniers qui tenta de réaliser le réve newtonien de la chimie
quantifiée, basée sur la mesure des forces entre paricules. Cet essai de Berthollet,
certainement 1'un des plus distingués, devint obsoléte par la nouvelle approche de la chimie
incitée par la theorie daltonienne de I'atome. En tout cas, son importance fut grande en
motivant la recherche chimique et contribuant a 'élaboration de nouveau concepts durant 1’
épogque napoléonienne. On peut voir immédiatement son influence:

(1) Laplace a publié en détails sur la force moléculaire deux ans aprés la statique
chimique.

(2) Ce travail coincide avec celui de ’Abbé René Just Hatly qui de’veloppa son modéle de
réaction acide-base, en termes de force moléculaire & courte distance, trois ans aprés la
statique chimique.

Il y a aucun doute qu’avant 1805, Laplace avait une conception claire de son programme
de science physique. Les deux suppléments du volume IV publiés en 1806 et 1807
respectivement, indiquent que Laplace avait formulé I'idée de base de la réduction de tous les
phénoménes physiques & un systéme de particules distribuées densement et exergant des
forces attractives et répulsives & distance. Dans ses débats au sujet de son programme, La-
place explique le traitement mathématique de la réfraction optique et de la capillarité sur la
base de l'existence de forces a courte distance qui avait été postulée par Newton et discutée
trés souvent au cours du XVIII&me sidcle. Dans le cas de Paction capillaire, ces forces
étaient supposées exister entre les particules de substance ordinaire; dans le cas de l'action
de la refraction, elles étaient supposées entre paricules de substance ordinaire et particules
impondérables de lumidre. Le choix de Laplace de la réfraction optique et de l'action
capillaire comme sujets de sa premiére intrusion dans le royaume de la physique moléculaire,
révele clairement sa prédiction (en faveur de 'existence de ces forces a courte distance) 3
cette étape de son travail. De plus, ces types de phénomeénes avaient suscité des problemes
encore non résolus en 1805. En particulier, le traitement de la réfraction avait montré la
difficulté de I'étude des forces moléculaires correspondantes et n’avait donc pas pu &tre
entrepris rigoureusement, méme si son intérét avait paru évident aux newtoniens. Méme la
théorie de I'action capillaire de Clairaut, quoique bréve et incompléte, consituait pour Laplace
le seul socle valable pour une discussion sérieuse. An contraire, I’étude de Laplace de ces
deux thémes était longue et compréhensible.

Le probléme de la découverte de la loi dirigeant la force moléculaire par rapport a la dis-
tance, demeurait dans le méme état aprés la controverse sans issue entre Clairaut et Buffon
soixante ans auparavant, et n'avait pas été résolu par la Mécanique céleste ; cependant la
démonstration de Laplace que la forme de la loi n'était pas importante a au moins eu le
mérite de combler un vide et de faire paraitre la situation moins scandaleuse; c’était un
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triomphe mineur. Mais, dans la téte de Laplace, il y avait manifestement quelque chose de
plus a achever que les questions de la réfraction et de la capillarité; bien plus qu'une simple
péripétie dans ses activités scientifiques, il paralt, entre 1805 et 1807, s'étre plongé
totalement dans le probléme de la physique moléculaire. A cette époque, il a fait part de ses
travaux sur l'action capillaire par cinq fois dans les notes de I'lnstitut et engage les autres
dans 'expérimentation en vue de recouper sa théorie et d’en agrandir les champs d’applica-
tion. Par exemple, Hally, I'ingénieur parisien Jean-Llouis Trémery et Joseph Gay-Lussac, le
jeune protégé de Berthollet, étaient chargés de poursuivre l'expérimentation sur la
capillarité; Jean Baptiste Biot, peut-étre le disciple le plus proche de Laplace a I'époque, était
choisi pour poursuivre les expériences relatives a la réfraction dans les gaz qui avait été
proposées a !'Institut par Laplace.

Pendant la période d’ascension de puissance de Napoleon Bonaparte comme premier con-
sul en 1799 jusqu’d sa chute en 1815, époque généralement considérée comme une des plus
glorieuses de toute I'histoire des sciences frangaises, ¢’était Laplace qui marquait les sciences
de sa personnalité, qui se montrait comme le chef de file le plus brillant depuis le début de la
formalisation de la physique. Donc, le travail de Laplace sur 'action capillaire, situé dans le
contexte hautement caractéristique de la physique laplacienne concernant les systdmes im-
pondérables en théorie de la chaleur, en lumiére, en électricité, en magnetisme, était l'essai
de raffinement et de quantification de la théorie des impondérables dans laquelle la physique

- / / -
laplacienne a trouve sa plus remarquable réussite.

3. L’attitude d’analyse de Laplace face aux applications.

On peut décrire 'attitude generale de Laplace en privilégeant trois étapes dont 'ordre
constitue non pas un programme strictement articulé, mais au moins une référence globale.

Figeons-les pour le bénéfice de 'analyse (19).

(1) Posés par l'observation et l'inventaire du monde réel, il existe des problemes qui sont
susceptibles d’8tre mathématisés et donc qui peuvent &tre traités rigoureusement.

(2) Ces problemés suscitent éventuellement la découverte des outils analytiques
perfectionnés permettant de les aborder d'une maniére scientifiquement acceptable:
autrement dit, le besoin d’explication analytique crée la fonction d’abstraction.

(3) Obtenus & des fins pratiques d'investigation scientifique, ces outils mathématiques
presentent quasi necessairement d’autres avantages gue ceux initialement envisages pour les
forger; lorsqu’ils ont fait leurs preuves, il ne faut donc pas se contenter de les admirer, mais
tenter de les utiliser systématiquement.

Une conception aussi rigoureusement organisée devint celle du Laplace de la maturité.
Comme on a vu dans les pages précédentes, ce furent apparemment les années 1783 —1785
qui marqueérent chez Laplace un tournant; il commenga Papplication des mathématiques au
domaine physique. Je schématise ici les trois points de Dhombres concernant la méthode de

Laplace:

Observation — Analyse — Généralisation ou (Synthdse)

19) Jean Dhombres, “La théorie de la capillalit€ selon Laplace : Mathematisation superficielle ou etendue?”,
Revue d Historie des Science 62 (1989), 44 —45.
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4. ROle d’une certaine analogie.

L’élégance de Laplace fut de ne pas favoriser la premiére solution sans toutefois faire
fond sur la deuxiéme. Bref, il prit une voie originale, celle d’'une explication de la capillarité
par analogie avec la théorie de la gravitation, sans done chercher a faire deriver la premiére
de la seconde. L’'analogie que Laplace utilisait n’était nullement conceptuelle (masses de la
gravitation contre molécules de la capillarité ). Mais elle relevait du calcul, donc elle
appartenait & lordre et & la langue mathématique. Voici, délibérément, une démarche
scientifique 2 la condillacienne, pourrait-on penser (20). Ce serait trop vite dit et ce serait
surtout donner trop d'influence 3 la maniére de ce philosophe frangais, empiriste et
sensualiste qui a pris une période de gloire était bien rejeté en France vers 1800. Certes, I’
analogie que recherchait Laplace pouvait étre en partie lexicale, précisément grice au

caleul; et nous verrons que la mathématisation remplacera partout la fonction ( %T ) de la
gravitation par une fonction & priori, plus générale ¢. Mais cette seule analogie marquait de
point de démarrage. Et c’était 1a que residait l'indigence de 'explication condillacienne. Si
deux phénoménes physiques possédaient suffisamment de traits communs, il était naturel de
les evaluer mathématiquement de la méme fagon. Mais ol pouvait résider l'analogie entre la
capillarité et la gravitation ?

Dans la notion de force attirante ? Ce serait un bien faible levier, et apparement
contradictoire avec !'expérimentation comme Brisson semblait l'indiquer. Laplace vit que I’
analogie tenait &' la forme méme du phénoméne capillaire. Il comprit I'importance d'un fait
que tous les autres observateurs avaient considéré comme effet secondaire et en tout cas ne
requérant pas en premier lieu une explication. L’eau, dans un tube capillaire, ne présentait
pas 4 son apex une surface plane, mais une surface incurvée vers le bas, comme une
coupelle en forme de calotte sphérique. Cette indication physique-presque comme le constat d’
une expérience plus pensée que réalisée-nous oblige & mesurer ab ovo (dés le début) toute V'
intuition physique a I'oeuvre chez Laplace et & ne pas laisser abuser par ’amoncellement des
calculs analytiques. De fait, dés sa lecture de son premier mémoire le 23 décembre 1805, il
indiquait "la vraile cause de l'ascension ou de 'abaissement des fluides”. Cette vraie cause
tenait a la concavité et a la convexité de la surface du fluide dans un tube. Ménisque con-
cave dans le cas de I'eau, 1l y avait élévation et ménisque convexe, dans le cas du mercure, il
y avait abaissement. C'était apparemment ce lien entre une forme et ce phénomeéne d’éléva-
tion ou abaissement qui entrainait Laplace dans son calcul.

II. Elaboration dela théorie de Laplace

1. Les calculs: 2 partir de 'action d’une couche sphérique sur un point attiré.

Le premier calcul de Laplace, fruit de son labeur en Mécanique céleste, était quasiment d’
ordre géométrique. Il s’agissait de répondre & la question suivante. quelle est

20) Voir, par exemple, J. Dhombres, La langue des calculs de Condillac, ou comment propager les lu-
miére?”, Science et Technigque en perspective 2(Nantes, IREM, 1982 —1983), 197 —230.
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quantitativement s’entend, !'attraction qu’exerce une sphére (composée d’un seul fluide) sur
un tube (capillaire fluide) porté perpendiculairement a celle ci, pour bien indiquer combien
ce probléme é&tait libre de toute entrave physique, j’ai mis entre parenthéses les termes
faisant référence au réel (21). Naturellement ce calcul ne pouvait démarrer sans que des
hypothéses fussent faites quant & la nature de l'attraction. Deux hypothdses seulement
étaient indiquées, portant sur la force exercée par les différentes particules de matidre:

(1) la force ne dépend que de la distance séparant le point attiré (dans le tube) de la
particule agissante (réduite a un point) située dans le fluide de la sphére. Cette force est
dirigée suivant la droite joignant les deux points. Elle est en outre proportionnelle & la masse
de la particule attirante.

(2) la force est quasiment nulle dés que la distance entre le point et la particule est nota-
ble.

Il était patent que la premidre hypothdse laissait espérer que les méthodes mathématiques
utilisdes en théorie de la gravitation allaient fonctionner de méme en capillarité. C'était
opérer une généralisation naturelle dans I'ordre mathématique, & partir du cas d’une force

en ( P%Z ). La deuxiéme hypothdse était un garde-fou qui fournissait un moyen de négliger

des termes. En d’autres mots, le calcul prévoyait a priori une technique d’élimination, comme
en calcul infinitésimal on dispose de l'élimination des termes du second ordre. Cela nous
rappelle en chimie quantitative, 'étape de décantation des ions complexes pour obtenir un
produit pur. Toutefois pour mettre en place cette méthode d’8limination, il fallait faire
intervenir un ingredient nouveau, d'ordre spécifiquement mathématique, et que l'on peut
qualifier de méthode fonctionnelle. Celle-ci n'avait pas de raison d'8tre pour la théorie usuelle
de la gravitation, puisque la forme explicite et quantitative de la force était donnée d’avance.
Mais précisément, une réflexion dépassant les seuls calculs liés & la théorie de la gravitation
avait montré que dans cette théorie intervenaient des approximations liées a des integrales
et que la forme explicite de la force était souvent illusoire; on pouvait donc espérer transpos-
er une technique d’approximation de mécanique céleste & un autre domaine.

A priori, Laplace posait comme fonction ¢(r) la valeur de l'attraction "capillaire” entre
deux molécules, en fait de’pendant de la seule distance r entre les deux points. Cette fonction
était inconnue et si l'espoir pouvait souvenir d’une détermination precise grice a I
adéquation des résultats théoriques avec les résultats expérimentaux, le premier temps du
calcul devait tre tel qu'il éliminat ¢ des équations en jeu. L’hypoth8se (2) était prise & cette
effet. Mais la marge dans la quelle Laplace inscrivait son entreprise n'était donc pas trés
large et le calcul s’il devait faire feu de tout bois, ne pouvait omettre la régle d’élimination de
¢.

Le modsle gravitationnel du calcul recélait une troisiéme hypothdse implicite, celle qui
consistait & considérer tous les points inclus dans un volume différentiel de la sphdre fluide
(volume infiniment petit) comme agissant un seul point, situé en son centre et capitalisant
toute la masse du volume. Ce modé&le permettait évidement 'emploi du caleul différentiel
puisqu’ensuite il suffisait d’addititionner les forces produites par de tels éléments différentiels

21) J. Dhombres, op.cit., a la note (19), 55—63.
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en calculant des intégrales. En fait, la force &tait congue, a priori, comme s’exergant entre
masses pontuelles; c’était avant tout une donnée mathématique susceptible du traitement
par calcul différentiel et intégral. En tout cas, la dissymétrie de traitement entre un volume
différentiel dans la sphdre d’une part et un point de l'autre dans le tube, évitait toute inter-
vention que la discussion de 'hypothése d’une constitution moléculaire de la matiére. Le
modéle était mathématique, qui ouvrait la porte au calcul; son fondement physique n’était
pas mis a I'épreuve et c’était en quelque sorte le prix & payer pour la mathématisation.

On peut penser que l'usage de la méthode fonctionnelle, c’est-d-dire I'introduction de la
fonction inconnue ¢, reposait sur 'hypothése physique raisonnable d’une “attraction qui
cesse d’étre sensible & une distance sensible’, une expression apparemment trop vague pour
un emploi mathématique, mais il n’est pas interdit d’évoquer un ordre inverse des opérations
intellectuelles et on pourrait imaginer que cette hypothése était justement faite & priori pour
pouvoir écrire la fonction ¢(r) et donc libérer le jeu fonctionnel. Cette fonction n’allait
intervenir que sous une forme intégrale—telle était la contrainte du modsle en jeu—et il
fallait bien pouvoir intégrer quelque chose, quand bien méme I'intégration restait virtuelle,
faute d'une expression connue ou imaginable de ¢. Ce sont sur des intégrales que 'attention
devait se porter, et sur des intégrales seulement. Nous allons bien voir que les véritables
outils de Laplace furent de telles intégrales. Devangant cette description, nous pouvons dire
que la technique mise en jeu fait irrésistiblement penser pour un moderne d la théorie des
distributions, notamment la manipulation de la mesure de Dirac.

Si l'essentiel gisait dans le giron mathématique, remarquons malgré tout qu'écrire la
fonction ¢(r) n’stait pas libre de toute conception physique puisque cette écriture revenait a
supposer qu'aucun obstacle matériel venant a interférer entre la particule "attirante" et le
point attiré n’était susceptible de modifier 'action de la force. L’exemple de la gravitation
était le garant puisque Laplace énoncait:

\

Car i) est naturel de penser que les attractions capillaires se transmettent a travers les corps,
ainsi que la pesanieur; cette action ne disparait donc qu'a raison de la distance du fluide & ces
couches; d’oil il suit que lattraction du verre sur I'eau n'est sensible qu'a des distances insensibles.
(22)

Il ne donnait aucune autre justification d’ordre physique, sinon cette analogie avec le
traitement de la pesanteur, et n'etait nullement embarrasse pour indiquer qu'il s’agissait que
I'action capillaire de la montée de 'eau dans un tube droit ne semblait expérimentalement
pas dépendre de 'épaisseur de verre de tube, mais seulement de son diamdtre interieur. Par
conséquent, les parties de verre éloignées de la surface intérieure du tube étaient sans effet.
De cette constatation, on pouvait déduire deux choses; soit que les parties de verre plus
proches anihilaient l'effet des parties plus éloignées, soit que l'action capillaire était fonction
de la seule distance, mais sensible seulement "3 des distance imperceptibles”. Laplace
adaptait sirement le deuxiéme point de vue, parce que ce dernier avait 'avantage de le lais-
ser en présence d’une configuration géométrique seulement et évitait tout embarras liés a la

constitution intime de la matiére. L’aspect moléculaire n'était pas privilégié, mais bien plut6t

22) P.S. Laplace, Premier suppiément de Mécanique céleste, vol 1V (Paris, anVIIl ; reimprimé, Bruxelles,
1967), p.3.
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la géométrie.

Ceci pose, 'empire de I'analyse était total dans le calcul lui-meme. L’action d’attraction d’
une cellule différentielle située en N dans la couche sphérique, sur le point M, était
décomposée suivant la droite OM (distance du centre sphéroide 2 un point attiré) et une di-
rection orthogonale. L'idée était de ne calculer que selon OM, puisque les forces orthogonales
a OM une fois sommées, se détruisaient par symétrie sphérique. Laplace utilisait bien son
habilité de calculateur en mécanique. Cette action était de la forme (avec les notations
modernes)

[1]1 dF(V,z(f)) = dV x #(f) x cosf ",

D'od 'élément de force est le produit de I'dlément du volume, par la densité de force at-
tractive z(f), cos@~ étant la projection sur OM.

Cet élément de force (action de 1'élément de la couche sur le point attiré selon Laplace)
était fourni par I'analyse menee dans le livre Il de la Mécanique céleste d'ou 'on comprend
que la force capillaire est empruntée 2 l'attraction planétaire.

Regardons le numero 10 du livre II page cent trente cing. Laplace considére I'action d'une
couche sphérique comme idée de base de 'action capillaire:

Chaque corps céleste élant la réunion d’une infinité de molécules doudes d’un pouvoir attractif,
et ses dimensions étant trés-petites relativement 3 sa distance aux autres corps du systdme du
monde (23);

C’est ainsi que Laplace utilise les outils qu’il avait introduits. (Voir premier supplément de
Mécanique céleste page 11). II s’agit bien d’adaption & I’échelle moléculaire d’un procédé issu
de travaux & I'dchelle planétaire. Reprenons I’étape du premier supplément de Mécanique cé-
leste. On peut voir immédiatement les effets de I'idée newtonienne, extremement forts dans

le coeur de Laplace: la loi universelle gouverne tous objet de I'"échelle".

Laplace introduit aussitot I'intégrale fowdf () =c—n(f)

donc u’dudgdf sinf (c—x(f)), (d’ol 6 est le complément triangulaire)
de sorte que ¢ — = (f) f{t une quantité positive et que z(f)fiit vite décroissante:

En éliminant la constante C, il indiquait alors que I'action fournie par [1] n’était autre que
la derivée partielle en r de I'expression, donc aussi bien celle de
[2] —uldudgdf siné =(f)

C’était 13 le point essentiel de sa mathématisation de ce phénoméne physique en éliminant
la valeur insensible. Compte tenu de cette dérivation, il faut bien prendre conscience que le
calcul dés le départ était mené de sorte que la fonction ¢ n’apparut plus que sous cette forme
intégrale z(f), pour étendre cette fonction a la couche entiére, en w de O a 2z qui donnait I’
action en M, projetée suivant OM, de la couche différentielle circulaire d’épaisseur du,
autrement dit force de I'anneau cylindrique. Elle s'exprimait comme la derivée partielle en r

de I'expression.

[3] —2rududdsing (1), or, sinf=( 2= )f( gg )

23) P.S. Laplace, Livre II, vol I, Mécanique céleste, p.135.
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De sorte que l'intégration en 6, de O & 7 cette fois, fournissait I'action en M suivant OM de
la couche sphérique comme dérivée partielle en r de

— 2rutdudfsindn (f) = — 2z ( %—)duffdfn:(f)

. . V4 .
A nouveau, Laplace représentait l'intégrale comme une différence

ffdfn(f) par ¢~ $(f)

Il y parvenait au terme d’'un changement de variable, en remplagant r et 8 par f et 8. De
plus puisque pour =0, f=r——u)oﬁ u est la valeur de ON et que pour 8=r, f=r+u, donc I’
expression [ 3] devient

[4] —27ru2dufd05in07c(f)=—g—7pl—_d—u{¢;(r—u)—¢(r+u)}

Finalement 'action en M suivant OM de la couche sphérique d’épaisseur dU en était la
dérivée partielle en r(24).

C’est-d-dire la droite OM, d'une valeur r=b & une valeur R, il suffisait d’intégrer selon r,
autrement dit de prendre la différence entre les valeurs [4] calculées en r=R et r=b, soit I

expression
27(5-)du{g(b—w) ~g(b+u)} =27 (—-)du{g(r—u) = g(r+u)}

L’hypothése [2] faite sur ¢ de 'insensibilité & la valeur sensible intervenait pour éliminer
les 3 termes

H(b+u), $(r—u), (r+u), ne laissant plus subsister que la premiére et faisant ainsi
disparaftre 'intervention de la valeur r (qui pouvait &tre infinie)

[6]  2z(g)¢(b—u)

Pour conclure, il ne restait plus a Laplace qu'd calculer 'action toute entiére de la boule
sphérique de rayon b, donc 3 integrer I'expression précédente en u entre u=0 et u=b soit I’

intégrale

[6] 2z f:( ib—gﬁl) dzg(z)

- »
ou est supposé z=b—u

Cette expression donnait évidemment toute l'action en M puisque pour des raisons de
symétrie, celle—ci tait nécessairement dirigée suivant OM.

27 fab¢(z)dz—(%’5) f:w(z)dz

24) P.S. Laplace, op.cit., & la note (22), p.12.
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puisque 'hypothése [2] utilise & nouveau permettait de considérer

b b
f P(z)dz et f z(z)dz comme
7] o

e/gales respectivement a

K = 2n fbdz¢(z)
H=2r szdng(z)

donc comme indépendantes de b; Laplace disposait enfin des résultats de I’'action de la boule
sphérique sur une demi-droite radiale, extérieure a la sphére de rayon b.
Elle avait la forme

H
[7] K 5

Les grandeurs de K et H qui interviennent ne dépendent plus, quant a elles, du rayon b. L’
important était bien d’avoir éliminé la fonction ¢, ou plutdt de I'avoir intégrée sous forme
des constantes K et H, cette dernidre H étant d’ailleurs bien inférieure 3 K comme on
pouvait le voir ausssitbt grace a I'hypothdse [2] et & la présence de Z sous lintégrale
définissant H. Bien s{r, ce serait ultérieurement & I'expérimentation de préciser les valeurs
de K et H. Mais ce stade n’était pas encore abordable, car il fallait d’abord interpréter le
calcul, apparemment aux antipodes d’une explication de la capillarité puisque I'on avait d’
une part une sphére liquide, de I'autre une demi-droite. Malgré tout Laplace réussit & avoir
une forme mathématique simple, qui contient deux expressions implicites; la pression et la
tension.

2. Liaison mathématique et physique; La pession, la tension et les
symétries.

Le calcul précédait en effet une dissymétrie génante. Laplace sommait des forces d’action,
a priori inconnues, et un nombre infini bien sur, en provenance de volumes différéntiels
répartis dans une boule, mais par contre agissant sur des points répartis sur une demi-droite.
D’un c6té figurait une répartition volumique, de 'autre il y avait une répartition linéaire! Il
fallait trouver une explication, et celle-ci ne pouvait pas se trouver en faisant appel a I’
hypoth8se moléculaire. Un recours & !interprétation habituelle, plutdt continuiste de 1’
hydrodynamique, permettait de sauver la mise.

En calculant l'action en des points réparties sur une droite, Laplace estimait avoir déter-
miné une “pression”.

Cette interprétation permettait effectivement 2 Laplace de bénéficier avantageusement de
son calcul; il passait d’'une valeur d’attraction établie sur un objet de pensée, un tube
rectiligne sans épaisseur, & une quantité physique classique en hydrostatique, la notion de
pression qul s exergalt sur une unité de surface. Nous voyons 18 & 'oeuvre, une penseée phy-
sique capable de qualifier & volonté un objet de I'arsenal mathématique. Du coup, avec cette
signification imposée et non négocide, le coefficient K trouvait son interprétation immédiate
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en faisant b = + oo dans (7), c’est-a-dire en remplagant par un demi-plan. Il s’agissait.tout
simplement dans ce cas de la pression exercée sur une surface plane. D¥s lors la constante H
rendait compte de la pression due 2 la forme sphérique. Ld encore, Laplace jouait habilement
de l'interprétation physique des deux termes de la somme dans 'expression [7]. Cette dis-
tinction et la comparaison des constantes H et K pouvalent avoir des conséquences
méthodologiques quant & la théorie chimique des affinités dont rendait compte le terme con-
stant K, parce que la tension superficielle s'exprimait par le terme de H.

1l revenait en 1819 sur la méme idée : le calcul mathématique, par les intégrales H et K,
distinguait "les phénomeénes chimiques des phénoménes capillaire” (25). Bien s{ir, Laplace
engrangeait encore de la physique puisqu’il indiquait que comptait dans le terme en H la
forme sphérique du seul voisinage de la base du tube fin. Tel &tait encore l'effet de I’
hypothdse [2]. Le calcul prenait donc en compte le cas d’'un ménisque sphérique, le reste du
fluide pouvant &tre ailleurs de forme quelconque.

A nouveau, Laplace devait faire appel 3 la physique du moins & un argument de symsétrie
et d’équilibre. Il estimait pouvoir déduire du calcul précédent l'action d'une sphétre
symétrique. Laplace trouvait pour cette action K + H / B. Bref, il obtenait la pression sous
la forme K ¥ H /B suivant que le ménisque sphérique 6était concave ou convexe. La

géométrie était bien au rendez-vous.
. / rd Ve . . .
3. Le cas général était réglé par une équation aux dérivées partielles.

C’était naturellement en revenant aux mathématiques que Laplace pouvait envisager le
cas d’'un ménisque de forme générale et non réduit 3 la seule forme sphérique. Il faisait pour
cela intervenir "l'ellipsdide osculateur”, qui lui paraissait le seul & retenir, compte tenu de la
forme en u/b de l'intégrale donnant H. Naturellement l'ellipséide osculateur était défini,
parmi toutes les surfaces du second degré, comme celui qui avait avec la surface du
ménisque le meilleur contact, entendu au sens du calcul différentiel. Le mot “ellipscide" était
a prendre au sens large. De fait, ¢'était Euler qui en 1760 avait bien établi la théorie de la
courbure sur les surfaces (26) reprise par Meusnier (27), un éléve brillant de Monge qui lui-
méme en 1795, banalisait ces considérations par la publication d'un manuel (28). On
préferait parler alors des sphéres osculatratrices et distinguer les deux rayons de courbure
extrémes (29).

Il faut cependant noter que pour le calcul de I'action du fluide sur le tube, 'assimilation de
Iellipsoide osculateur & la surface nécessitait une preuve, celle revenant & expliquer que les

25) P.S. Laplace, “Considdration sur la théorie des phénoménes capillaires”, Journal de Physique 89(octobre
1819), 292—296 (Qeuvre completes, t. XIV, 259 —264). Lu a Institut le 13 septembrel819, Procés— verbaux
des séances de Institut, V1, 487.

26) L. Euler, “Recherches sur la courbure des surfaces”, Mémoires de I Académie de Berlin 16 (1760), 119
—143. Voir Opéra omnia, Series 1, 1.28, pp. 1 —22.

27) J.B. Meusnier, “Memoire sur la courbure des surfaces”, Mémoire de mathématique et de physique présentés
par divers savans:--({savans étrangers)) 10(1785), 477 —510.

28) G. Monge, Feuilles d'analyse appliquée a la géoméirie (Paris: Ecole polytechnique, 1795; 2éme ed., Paris,
1801).

29) S.F. Lacroix, Traité du calcul différenciel et du calcul intégral, t. 1 (Paris 2éme ed., 1810), pp.556 —582.
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termes omis étaient de fait négligeables, d’'un ordre de grandeur bien inférieur. Laplace, sl
n’avait rien dit d’abord, fut plus loquace ultérieurement.

Regardons ici les passages sur 'ellipsoide osculateur aux premier et deuxi®me supplément de
Mécanique céleste. Laplace concevait un ellipsoide osculateur sur une colonne fluide
intérieure, enfermée dans un canal infiniment étroit, perpendiculaire & un point quelconque
de cette surface (30). Ensuite il déduit I'action d'un corps de figure quelconque en vue de la
détermination de la surface de 'eau renfermée dans un tube de figure quelconque (31).
Aussit6t il insére 'équation différentiel d' Euler-Lagrange qui permet définir les rayons
osculatrice & 'équation de 1'équilibre de fluide renfermé dans un tube (32). Laplace étendait
I'ellipscide osculateur par parabolside osculateur en proposant de suivre une nouvelle voie pour
découvrir la forme de la surface capillaire (33). Prenons en détail les étapes essentielles de
démarche de la combinaison entre ’expression géométrique (courbure des courbes sur les
surfaces) et 'expression de la physique (pression et tension).

Une fois 'ellipscide osculateur en place, retour était fait & la physique. L'argumentation de
Laplace abandonnait pourtant I'ildée de pression pour revenir au calcul de l'action; il
effectuait un découpage en tranches a partir d'un plan pivotant selon un angle 6 autour de I’
axe de la colonne fluide et orthogonal a la surface du ménisque. Chaque plan découpe une el-
lipse sur 'ellipsdide osculateur et chaque tranche d’ellipscide était censée agir sur la colonne
fluide d’une fagon proportionnelle & sa masse. Or une telle tranche en df devait agir de la
méme facon que la tranche analogue d’une sphére dont le rayon &tait fourni par le rayon de
courbure de lellipse d’intersection. Cette assimilation "différentielle” était admise sans
vergogne. Bref, I'action d’une tranche d’ellipscide était connue grice au calcul déja effectué

sur la sphéere. Mais réduit par proportionnalité & une seule tranche sous la forme:
[8] (K + H/B)dé/ 2z

od B désigne le rayon de courbure de la section plane faisant 'angle 6.
Pour connaltre 'action totale, il fallait intégrer en 8 de 6 a 2=, sachant grace a la géométrie
différentielle que

[9] g =(5)cos®+( 4 )sin®d
ou b et b’ sont les rayons de courbure des sections principales de lellipsdide. Des lors, I

action devenait aprés une simple intégration:

2,1 1
[10] K + ﬁ(F'+E_)

Avec ces formules, le flair du mathématicien était en veil. Laplace montrait aussitot que

la somme (%——% %) des inverses des rayons principaux pouvait se calculer & partir des

rayons de courbure de deux sections planes quelconques, & condition de les prendre

30) P.S. Laplace. premier supplément de Mécanique célesie. p.16.

31) Ibid., p.18.

32) Ibid., pp.10—21.

33) P.S. Laplace, deuxitme Supplément de Me,canique ce’leste, pp.3 et 7.
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T

orthogonales. C'est-d-dire calculées en fet 8 + 5 Finalement, il concluait en se déba-

rrassant de toute formule mathématique (34).

En effet, il suffisait maintenant d’écrire 1'équilibre de toutes les pressions en jeu puisque I’
action sur un tube était assimilée & une pression. Laplace se donnait la liberté d’évoquer
deux méthodes possibles, toutes deux utilisées auparavant en hydrostatique, bien que la
deuxiéme fut inapplicable en I'état premier de son calcul. La premiére méthode—basée sur
une sorte d’'intégrale premiére avangait un principe d’équilibre dans un canal curviligne
(35).

La deuxiéme méthode revenait a exprimer la force agissant sur le fluide & 1'équilibre et &
la poser comme orthogonale a sa surface libre. Pour appliquer cette derniére méthode en un
point quelconque de la surface du liquide, Laplace estimait insuffisant son calcul car les fore-
es de pesanteur lui paraissaient §tre du m®me ordre de grandeur que celui des forces de
capillarité qui avaient ét€ negligées lors de l'assimilation de la surface du ménisque a 1’
ellipsoide osculateur; il manquait au calcul une étape d’interintegration, contrairement a ce
qui se passait si l'on utilisait les pressions. L’embarras de cette seconde méthode resta
cependant sur la conscience de Laplace et il allait longuement y revenir. Pour Laplace, les
mathématiques ne pouvaient Btre un simple artifice; si deux méthodes se présentaient, il
importait d’établir I'identité tant des résultats que des principes(36).

Il s’employa ultérieurement & établir cette identité entre les deux méthodes possibles,
aboutissant cette fois par différentiation de I'’équation de I’équilibre [11).

H 1 1
S (x+

{11] K-

C'est a de telles facons que l'on se doit de constater chez Laplace un double esprit, phy-
sique et mathématique. Parce qu’il avait pu surmonter la difficulté de la deuxiéme méthode,
assure grace 4 la premire méthode de ne pas &tre dans 'erreur, Laplace pouvait se lancer
dans l'étude de la montée de l'eau dans un tube prismatique. Cette étape se révélait
particuliérement intéressante parce qu’elle enjoignait la réalisation d’expériences sur la
montée de 'eau dans un coin capillaire(38).

La seconde méthode grace aux forces qu'elle énumérait avait aussi I'avantage de renocuer
avec la notion de tension superficielle que Segner avait avancée une cinquantaine d’année
plus t6t(39). C’est cette seconde méthode que Pon choisit volontiers aujourd’hui dans l'ex-
posé moderne (40).

Faute de place nous ne I’évoquerons pas, mais nous retiendrons que la tension
superficielle, dans un liquide, était chez Laplace une notion dérivée, non un point de départ.

34) P.S. Laplace, op, cit.,, 2 la note(30), p.18.

35) Iid., p.8

36) P.S. Laplace, deuxiéme supplément de Mécanique céleste, p.3.

37) P.S. Laplace, op.cit, a la note(22), p.19.

38) P.S. Laplace, deuxi®me supplément de Mécanigue cbleste, pp.22 —23 et 30.

39) T.A. Von Segner, Commentarit Societ. Regiae Scienliarum Gottingensis, I (1751), p.301.

40) H. Bouasse, Capillaritd, Phénoménes superficiels(Paris: Delagrave, 1924), p. 13; W.J. Moore, physical
chemistry, 4&me édition (London : Prenice-Hall Int., 1978), pp.477 —478; R. Debay, L. Prigogine, A. Bellman
and D.M. Everett, Surfuce tension and absorption (London: Longmans, 1966), p.4.
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Regardons avec Laplace la premére méthode, celle qui enongait que les pressions aux deux

extrémités d’un canal curviligne joignant deux points de la surface libre du liquide étaient
égales. Si AOB est la forme supposée realisée de la surface fluide, N le point courant situé a
une élévation Z de O, point pris comme étant le plus bas (OM=2), I'équilibre suivant le
canal NSO obligeait a avoir ’égalité de 'équation (11).
ol g la pesanteur, R et R’ les rayons de courbure principaux en N de la surface du liquide,
et b et b’ ces m8mes rayons au point le plus bas O. Comme R et R’ sont liés a I’équation de
la surface AOB, par l'intermédiaire des dérivées partielles de Z fonction de X et de Y, varia-
bles du plan AB, Laplace pouvait finalement exhiber 1'équation aux dérivées partielles
rdglant tout le probléme des surfaces d’équilibre en capillarit§, & savoir

(12) (1+q") -r—2pgs+(1+p )t _ 2gz :l_'__l_
(1+p°+gH)¥? H b b’
_oe oz &
P= 5297 577 a2
oz _ o=
a;é-y et t= 5}2'
L’équation précédente devient ainsi:
[13]
dz , 1 dz dz\ 2
du‘+u du<1+( E) ) _ 2gz __2
b

car au point O, b est égal a b’ lorsque La surface est de révolution.

Dans 1'équation de [13]
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R’étant le rayon oscuLateur de La section de La surface par un plan passant par l'axe de
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R’est l'autre rayon de courbure, ce rayon est égal & La perpendicuLaire & La surface,
prolongée jusqu’'a sa rencontre avec 'axe de révolution.
Laplace aboutissait au résultat qui apparaissait comme le nec plus de toute théorie ; une

équation aux dérivées partielles.
Ve . . o A
Il. La résolution des équations aux dérivées partlelles

La résolution de I'dquation aux deérivées partielles non lindaire (12) terminait
mathématiquement tout le probléme. Mais il fallait tenir compte des conditions aux limites
que Laplace énumérait aussitot, il y avait d'une part la forme du tube capillaire mais d'autre
part I'inclinaison des plans(41).

L’inclinaison de cette donnée &tait physiquement essentielle, mais elle n’en marquait pas
moins une rupture dans le style apparemment géométrique de Laplace.

Effectivement, dans les premiéres pages de son texte, Laplace avait indiqué la raison de
cette constance d’inclinaison des plans extrémes; il I'avait fait & partir de sa modélisation d’
une action insensible & distance sensible, mais il I'avait fait sans calcul et d’ailleurs avant
tout calcul. L'idée était qu'en regard de cette action, la paroi du tube devait 8tre plane(42).

Au-deld de la sphére d’activité sensible de la paroi, le fluide était livré & la seule
pensanteur et & son action sur lui-méme(43). et le calcul allait alors assurer la sphéricité.
En conséquence, le raccordement ne dépendait que de la matidre c:lu tube, et non de sa
forme, mais il dépendait du fluide. C’était ce qui justifiait la constance des angles d’
inclinaison.

L’avantage d’une telle conception était évidemment de permettre de réduire par la suite I’
intervention de la physique(44).

La physique 8tait apparemment reléguee dans un role d’établissement des seules condi-
tions aux limites, une attitude qu’un esprit aussi analytique que celui de Laplace devait

41) P.S. Laplace, op.cit., 3 la note (22), p.21.
42) Ibid., pA.
43) Ibid., p5.
44) Ibd., p.5.
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pleinement apprécier et qui fit adoptée aisément par nombre d’autres mathématiciens au
cours des XIXéme et XX&me sidcles. Ce faisant, Laplace qu'il oubliait les phénoménes de
frottement qui auraient di introduire quelques termes dans son &quation aux dérivées
partielles(45).

La constance d'inclinaison des plans extrémes était cependant appliquée avec quelques
subtilités car il ne s’agissait que des “premiers plans de la surface du fluid intérieur” (46),
au-dela donc de la zone imperceptible d’action de la matidre du tube lui-m@me. Celleci n’
intervenait pas dans le calcul laplacien, ce qui est tout a fait notable et différe d’'un exposé
moderne avec les tensions superficielles.

Laplace était d’ailleurs au courant de I'article de T. Young, pour en 1805 & Londres, qui
manifestait cette constance d'inclinaison directement sur la paroi (47), mais Laplace s’en
dégageait prestement car il l'estimait inexacte en certaines extrémités des parois, par
exemple, aux angles diedres d’un tube prismatique.

La résolution de L’équation{12]), aboutit une équation simple en prenant seulement le pre-
mier terme. Cést-a-dire la hauteur(q) de I’ élévation ou I’ abaissement du fluide dans le tube
est inversement proportionnelle au diameétre(l) de tube.

Telle était la loi de Jurin, autrement dit “la différence de niveau varie en raison de inverse
de diamdtre du tube”(48)

Laplace pouvait se livrer a une véritable débauche d’éxperiences, toutes issues de son
équation aux dérivées partielles(12), qui répétons-le, ne faisait que rendre compte de la
forme du fluide non seulement entre les parois des tubes cylindriques chevauchés mais aussi
du mouvement d’une goutte d’eau prise dans un cOne, dans un prisme, entre deux plans,
entre deux plans d’ intersection. La plupart des exemples de Laplace seront d’ailleurs repris
et commentés par tous ses successeurs--- jusqu’a Millikan calculant la charge de I’électron
(49).

45) Ibid., pp.5 —6.

46) Ihid.. p.5.

47) T. Young, “An essay on the cohesion of fluids”, Philosophical Transactions 1 (1805), 65; Young’s Mis-
cellaneous Works, vol. 1{London: Murray, 1855).

48) P. Barchewitz, Precis de physique d'apr;s les théories modernes (Paris:Doin, 1968), p.159.

49) J. Dhombres. op.cit., & la note(19), p. 73.



